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3 Geometria afin

3.1 Variedad o subespacio afin

Se llama variedad afin o subespacio afin de un espacio vectorial V' a cualquier conjunto de
la forma

u+S={u+v:veS}cV

con u € V y S un subespacio vectorial de V', que se llama subespacio de direcciones.
Si S =L({vi, va,...,vn}), entonces

m
u+S= {u—I—Zaivi o €K, 1§i§m} cV
i=1

Se llama dimensién del subespacio afin u + S a la dimensién del subespacio vectorial

asociado S:
dim(u+ S) = dim S

3.2 Observaciones

l.ueu+ S

2.0cu+S<—=ueS<=u+s5S=5

3. Si V =R", entonces

un punto ,s1dimS =0
una recta ,sidimS =1

u+ S es < un plano ,si2<dimS<n-—1
un hiperplano ,sidimS=n—1

el espacio V =R" [sidimS=n

3.3 Ejemplos
1. En R3, la recta que pasa por P(1,—1,0) con vector de direccién v = (1,1,1) es:
OP +L({v}) = {(z,y,2) = (1,-1,0) + a(1,1,1) : a € R}
cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

r=1+«
y=—-1l4+a ;a0acR = {
=«

rT—y=2
r—z=1

2. En R3, la recta que pasa por P(0,1,1) y Q(1,0,1) es:
OP + L ({PG}) = {(z,5.2) = (0,1,1) + a(1,~1,0) : @ € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

re=a T+
y=1-a ;a0aeR — {z—
z=1 -

— <
I
—
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3. En R?, el plano que pasa por P(1,0,0) con vectores de direccién u = (1,1,0) y v = (0,0, 1)
es:
OP + L ({u,v}) = {(z,y,2) = (1,0,0) + a(1,1,0) + 3(0,0,1) : o, 3 € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

r=14+a«a
Y=« ca,feER — z—y=1
z=p

4. En R*, el hiperplano que pasa por P;(1,0,0,0), P»(0,1,0,0), P3(0,0,1,0) y P4(0,0,0,1)
es:

—
OP, + L ({PiP;, PiP;, PP, } ) =
= {(z1,x2,23,24) = (1,0,0,0) + a(—1,1,0,0) + 8(—1,0,1,0) + y(—1,0,0,1) : o, 3,7 € R}

cuyas ecuaciones paramétricas e implicitas son:

ri=1l-a-0p-vy

T2 =0 sa,0,7vER = xi4+axe+taxzz3+trs=1
r3 =3
Ty =7

3.4 Igualdad de variedades afines

Sean V un espacio vectorial, S y T subespacios vectoriales de V', y u,v € V. Entonces

S=T

ut+S=v+T {u—veSﬁT

Demostracion:
(<) Puestoque S=T yu—-veT:

ut+S=u-v)+v+T=v+T

(=)
_ unev+T—u—-—veTl
u+S_V+T:>{ veutS—v-ucS—u-ves U vESNT
y ademas
S=-u+u+S=—-u+v+T=—-(u—Vv)+T=T
3.5 Ejemplo

Para estudiar la igualdad de las variedades afines

r1=14+« x1:2+a+[3+’y $1:—1+OA+5
) o=—a+p ) me=—a+y ) zo=—a -2
3 = 3 r3=1+5+2y r3 = —f3

ry=-1+0 Ty =[+2y ry=-1-0
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se determina un vector y un subespacio de direcciones de cada una de ellas:

uy = (1,0,0,-1)

Sa=L({(1,-1,0,0), (0,1,1,1)})

up = (2,0, 1,0)

Sp=1L({(1,-1,0,0), (1,0,1,1), (1,1,2,2)})
uc = (—1,0,0,-1)

SC =L ({(1’ 71)0’0)’ (1a *2, 717 71)})

A=uy+ 54 con {
B=ug+Sg con {
C=uc+Sc con {

En primer lugar se comprueba, hallando la matriz escalonada de la matriz asociada a sus vectores
de direccién, si coinciden los subespacios vectoriales asociados:

g _ (L 100y (1011
A=l 1 11 011 1
1 =100 1 =1 0 0 1011
Sg=11 0 1 1] —1(0o 1 1 1] —1{01 11
1 1 2 2 0 2 2 2 0000
1 -1 0 0 1 —=1 0 0 1011
ScE — —
<1 2 1 —1) <0 1 11) (0111)

Luego S =S4 = Sp = Sc =L ({v1i=(1,0,1,1), voa = (0,1,1,1)}) y las tres variedades afines
verifican la primera condicién. Para verificar la segunda se comprueba, mediante operaciones
elementales, si las diferencias entre cada dos vectores de los que definen las variedades pertenecen
al subespacio vectorial:

Vi 1 0 1 1 1 0 1 1
\'Z 0 1 1 1 01 1 1
........ e | e
uy —up -1 0 -1 -1 00 O 0
uy — ug 2 0 0 0 00 —2 -2
ug — uc 3 0 1 1 00 -2 -2

de donde uy —up € S,us —uc ¢ Syugp—uc ¢ S. Luego A =B #C.

3.6 Posicion relativa de variedades afines
Sean u+ Sy v + 7T dos variedades afines en un espacio vectorial V. Entonces, si

u+ S, se dice que u+ S estd contenida en v + 7.
v + T, se dice que v + T estd contenida en u + S.

u+Sﬂv+T:{

(u+SN(v+T)=0,y SCToTCS,sedice que u+ Sy v+ T son paralelas.

(u+S)N(v+T)=0,y S¢TyT¢gS,sedice queu+Syv+T se cruzan.

0
(u+SN(v+T)#4q u+S ,sedice queu+Syv+T secortan.
v+T
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3.7 Posiciones relativas en R? y R3

1. Sean r =u, + L ({v,}) vy s = us + L ({vs}) dos rectas del plano R%. Entonces si

rg (ve,vs) | 18 (Ve, Vs, Uy — ug) | Posicién relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto

2. Seanr =u, + L ({v,}) y s = us + L ({vs}) dos rectas del espacio R3. Entonces si

3.8

. EnR3, larectar = {

rg (vy,vs) | 18 (Ve, Vs, Uy — ug) | Posicién relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto
2 3 se cruzan

Sean r = u, + L ({v,}) y 7 = uy + L ({vs,w,}) una recta y un plano del espacio R3.

Entonces si

18 (Vp, Vi, W) | 18 (Vy, Vo, Wr, Up — Ug) Posicién relativader y «
2 2 la recta estd contenida en el plano
2 3 paralelos
3 3 se cortan en un punto

Sean 7 = u; + L ({vr,Wr}) y 0 =u, + L ({V,, Ws}) dos planos del espacio R3. Entonces

S1

18 (Vi Wi, Vo, Wo ) | 18 (Viry, Wi, Vo, Wo, U — U, ) | Posicidn relativa de 7y o
2 2 iguales
2 3 paralelos
3 3 se cortan en una recta
Ejemplos
. En R?, las rectas
== —] o = r=«a—1 e = r=«a-—1
1= y= 2T ly=a+3 371 y=3a—2

verifican: r1 || re, 11 Nr3 ={(0,1)}, y roNrs = {(3/2,11/2)}.

x
Y
en el plano me =y + 2

rﬂm:{(O,l,O)} y WlﬂﬂgE{

0
=1

corta al plano m; = y—z = 1 en un punto y esta contenida

= 1. Los planos se cortan en una recta. Mas concretamente:

T=aw
=<¢ y=1
z=0

y—z=1

y+z=1 aeR
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3. En R3, las rectas

r—y=20 rea
mz{x+z:1 =4 Y=« =(0,0,1) + L ({(1,1,-1)})
z2=1—«
r—2=1 v=1%2a
7“25{ _, =qu=1 = (1,1,0)+ L({(2,0,1)})
Y zZ=«
vy = r=14+«
T3:{$+Z_4 ={ y=1+a =1,1,3)+L{(1,1,-1)})

z=3—«

verifican: r1 Nre = {(1,1,0)}, 1 y r3 son paralelas, y 7o y r3 se cruzan.

4 . _ B _ _ Tl — X9+ x4 =2
4. En R*, el hiperplano H = x1 — x4 = —1 y el plano 7 = { o1 — g+ 20y = —1 se cortan
en la recta
r1=-14«
T —wg =l To = -3+ 2«
Hnr={ z1—zo+a4=2 = 2 =(-1,-3,0,0)+ L ({(1,2,3,1)})
T3 = 3«
1 —x3 + 214 = —1
Ty =«
e = — =1
5. En R?, los planos 7 = s y mo = T2+ T3+ Ty se cruzan, pues su
r1 — x4 = —1 T3 — x4 =1

interseccién es vacia y ninguno de los subespacios de direcciones, L ({(1,0,1,1),(0,1,0,0)})
de m y L({(1,0,0,0),(0,2,—1,—1)}) de mg, esta contenido en el otro.

T, —x3=—1 T1—Xg4 =2
. En R*, los pl = = lel
6. En R*, los planos {331—364:—1 V T {xg—x4:1 son paralelos, pues su

interseccion es vacia y sus subespacios de direcciones coinciden.



