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3 Geometŕıa af́ın

3.1 Variedad o subespacio af́ın

Se llama variedad af́ın o subespacio af́ın de un espacio vectorial V a cualquier conjunto de
la forma

u + S = {u + v : v ∈ S} ⊂ V

con u ∈ V y S un subespacio vectorial de V , que se llama subespacio de direcciones.
Si S = L ({v1, v2, . . . ,vm}), entonces

u + S =

{
u +

m∑

i=1

αivi : αi ∈ K, 1 ≤ i ≤ m

}
⊂ V

Se llama dimensión del subespacio af́ın u + S a la dimensión del subespacio vectorial
asociado S:

dim(u + S) = dimS

3.2 Observaciones

1. u ∈ u + S

2. 0 ∈ u + S ⇐⇒ u ∈ S ⇐⇒ u + S = S

3. Si V = Rn, entonces

u + S es





un punto , si dimS = 0
una recta , si dimS = 1
un plano , si 2 ≤ dimS < n− 1
un hiperplano , si dimS = n− 1
el espacio V = Rn , si dimS = n

3.3 Ejemplos

1. En R3, la recta que pasa por P (1,−1, 0) con vector de dirección v = (1, 1, 1) es:
−−→
OP + L ({v}) = {(x, y, z) = (1,−1, 0) + α(1, 1, 1) : α ∈ R}

cuyas ecuaciones paramétricas e impĺıcitas son:




x = 1 + α
y = −1 + α
z = α

; α ∈ R =⇒
{

x− y = 2
x− z = 1

2. En R3, la recta que pasa por P (0, 1, 1) y Q(1, 0, 1) es:
−−→
OP + L

({−−→
PQ

})
= {(x, y, z) = (0, 1, 1) + α(1,−1, 0) : α ∈ R}

cuyas ecuaciones paramétricas e impĺıcitas son:




x = α
y = 1− α
z = 1

; α ∈ R =⇒
{

x + y = 1
z = 1
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3. En R3, el plano que pasa por P (1, 0, 0) con vectores de dirección u = (1, 1, 0) y v = (0, 0, 1)
es: −−→

OP + L ({u,v}) = {(x, y, z) = (1, 0, 0) + α(1, 1, 0) + β(0, 0, 1) : α, β ∈ R}
cuyas ecuaciones paramétricas e impĺıcitas son:





x = 1 + α
y = α
z = β

; α, β ∈ R =⇒ x− y = 1

4. En R4, el hiperplano que pasa por P1(1, 0, 0, 0), P2(0, 1, 0, 0), P3(0, 0, 1, 0) y P4(0, 0, 0, 1)
es:
−−→
OP1 + L

({−−−→
P1P2,

−−−→
P1P3,

−−−→
P1P4

})
=

= {(x1, x2, x3, x4) = (1, 0, 0, 0) + α(−1, 1, 0, 0) + β(−1, 0, 1, 0) + γ(−1, 0, 0, 1) : α, β, γ ∈ R}

cuyas ecuaciones paramétricas e impĺıcitas son:




x1 = 1− α− β − γ
x2 = α
x3 = β
x4 = γ

; α, β, γ ∈ R =⇒ x1 + x2 + x3 + x4 = 1

3.4 Igualdad de variedades afines

Sean V un espacio vectorial, S y T subespacios vectoriales de V , y u,v ∈ V . Entonces

u + S = v + T ⇐⇒
{

S = T
u− v ∈ S ∩ T

Demostración:
(⇐) Puesto que S = T y u− v ∈ T :

u + S = (u− v) + v + T = v + T

(⇒)

u + S = v + T =⇒
{

u ∈ v + T =⇒ u− v ∈ T
v ∈ u + S =⇒ v − u ∈ S =⇒ u− v ∈ S

=⇒ u− v ∈ S ∩ T

y además
S = −u + u + S = −u + v + T = −(u− v) + T = T

3.5 Ejemplo

Para estudiar la igualdad de las variedades afines

A ≡





x1 = 1 + α
x2 = −α + β
x3 = β
x4 = −1 + β

B ≡





x1 = 2 + α + β + γ
x2 = −α + γ
x3 = 1 + β + 2γ
x4 = β + 2γ

C ≡





x1 = −1 + α + β
x2 = −α− 2β
x3 = −β
x4 = −1− β
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se determina un vector y un subespacio de direcciones de cada una de ellas:

A = uA + SA con
{

uA = (1, 0, 0,−1)
SA = L ({(1,−1, 0, 0), (0, 1, 1, 1)})

B = uB + SB con
{

uB = (2, 0, 1, 0)
SB = L ({(1,−1, 0, 0), (1, 0, 1, 1), (1, 1, 2, 2)})

C = uC + SC con
{

uC = (−1, 0, 0,−1)
SC = L ({(1,−1, 0, 0), (1,−2,−1,−1)})

En primer lugar se comprueba, hallando la matriz escalonada de la matriz asociada a sus vectores
de dirección, si coinciden los subespacios vectoriales asociados:

SA ≡
(

1 −1 0 0
0 1 1 1

)
−→

(
1 0 1 1
0 1 1 1

)

SB ≡



1 −1 0 0
1 0 1 1
1 1 2 2


 −→




1 −1 0 0
0 1 1 1
0 2 2 2


 −→




1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0




SC ≡
(

1 −1 0 0
1 −2 −1 −1

)
−→

(
1 −1 0 0
0 1 1 1

)
−→

(
1 0 1 1
0 1 1 1

)

Luego S = SA = SB = SC = L ({v1 = (1, 0, 1, 1), v2 = (0, 1, 1, 1)}) y las tres variedades afines
verifican la primera condición. Para verificar la segunda se comprueba, mediante operaciones
elementales, si las diferencias entre cada dos vectores de los que definen las variedades pertenecen
al subespacio vectorial:




v1

v2

. . . . . . . .
uA − uB

uA − uC

uB − uC



−→




1 0 1 1
0 1 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . .
−1 0 −1 −1
2 0 0 0
3 0 1 1



−→




1 0 1 1
0 1 1 1
. . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0
0 0 −2 −2
0 0 −2 −2




de donde uA − uB ∈ S, uA − uC /∈ S y uB − uC /∈ S. Luego A = B 6= C.

3.6 Posición relativa de variedades afines

Sean u + S y v + T dos variedades afines en un espacio vectorial V . Entonces, si

• u + S ∩ v + T =
{

u + S, se dice que u + S está contenida en v + T .
v + T , se dice que v + T está contenida en u + S.

• (u + S) ∩ (v + T ) = ∅, y S ⊂ T o T ⊂ S, se dice que u + S y v + T son paralelas.

• (u + S) ∩ (v + T ) = ∅, y S 6⊂ T y T 6⊂ S, se dice que u + S y v + T se cruzan.

• (u + S) ∩ (v + T ) 6=



∅
u + S
v + T

, se dice que u + S y v + T se cortan.
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3.7 Posiciones relativas en R2 y R3

1. Sean r ≡ ur + L ({vr}) y s ≡ us + L ({vs}) dos rectas del plano R2. Entonces si

rg (vr,vs) rg (vr,vs,ur − us) Posición relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto

2. Sean r ≡ ur + L ({vr}) y s ≡ us + L ({vs}) dos rectas del espacio R3. Entonces si

rg (vr,vs) rg (vr,vs,ur − us) Posición relativa de r y s
1 1 iguales
1 2 paralelas
2 2 se cortan en un punto
2 3 se cruzan

3. Sean r ≡ ur + L ({vr}) y π ≡ uπ + L ({vπ,wπ}) una recta y un plano del espacio R3.
Entonces si

rg (vr,vπ,wπ) rg (vr,vπ,wπ,ur − uπ) Posición relativa de r y π

2 2 la recta está contenida en el plano
2 3 paralelos
3 3 se cortan en un punto

4. Sean π ≡ uπ + L ({vπ,wπ}) y σ ≡ uσ + L ({vσ,wσ}) dos planos del espacio R3. Entonces
si

rg (vπ,wπ,vσ,wσ) rg (vπ,wπ,vσ,wσ,uπ − uσ) Posición relativa de π y σ

2 2 iguales
2 3 paralelos
3 3 se cortan en una recta

3.8 Ejemplos

1. En R2, las rectas

r1 ≡ x− y = −1 r2 ≡
{

x = α− 1
y = α + 3

r3 ≡
{

x = α− 1
y = 3α− 2

verifican: r1 ‖ r2, r1 ∩ r3 = {(0, 1)}, y r2 ∩ r3 = {(3/2, 11/2)}.

2. En R3, la recta r ≡
{

x = 0
y + z = 1

corta al plano π1 ≡ y−z = 1 en un punto y está contenida

en el plano π2 ≡ y + z = 1. Los planos se cortan en una recta. Más concretamente:

r ∩ π1 = {(0, 1, 0)} y π1 ∩ π2 ≡
{

y − z = 1
y + z = 1

≡




x = α
y = 1
z = 0

; α ∈ R
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3. En R3, las rectas

r1 ≡
{

x− y = 0
x + z = 1

≡




x = α
y = α
z = 1− α

≡ (0, 0, 1) + L ({(1, 1,−1)})

r2 ≡
{

x− 2z = 1
y = 1

≡




x = 1 + 2α
y = 1
z = α

≡ (1, 1, 0) + L ({(2, 0, 1)})

r3 ≡
{

x− y = 0
x + z = 4

≡




x = 1 + α
y = 1 + α
z = 3− α

≡ (1, 1, 3) + L ({(1, 1,−1)})

verifican: r1 ∩ r2 = {(1, 1, 0)}, r1 y r3 son paralelas, y r2 y r3 se cruzan.

4. En R4, el hiperplano H ≡ x1 − x4 = −1 y el plano π ≡
{

x1 − x2 + x4 = 2
x1 − x3 + 2x4 = −1

se cortan

en la recta

H ∩ π ≡




x1 − x4 = −1
x1 − x2 + x4 = 2
x1 − x3 + 2x4 = −1

≡





x1 = −1 + α
x2 = −3 + 2α
x3 = 3α
x4 = α

≡ (−1,−3, 0, 0) + L ({(1, 2, 3, 1)})

5. En R4, los planos π1 ≡
{

x1 − x3 = −1
x1 − x4 = −1

y π2 ≡
{

x2 + x3 + x4 = 1
x3 − x4 = 1

se cruzan, pues su

intersección es vaćıa y ninguno de los subespacios de direcciones, L ({(1, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 0)})
de π1 y L ({(1, 0, 0, 0), (0, 2,−1,−1)}) de π2, está contenido en el otro.

6. En R4, los planos π1 ≡
{

x1 − x3 = −1
x1 − x4 = −1

y π2 ≡
{

x1 − x4 = 2
x3 − x4 = 1

son paralelos, pues su

intersección es vaćıa y sus subespacios de direcciones coinciden.


